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These definitions are based on the discussion given in the paper, cited here

http://scitation.aip.org/content/aapt/journal/ajp/74/4/10.1119/1.2149869

and which can be downloaded from several places on the Internet such as 

https://wolfr.am/6T83BMIq

In that paper the electric field of a uniform ring of charge is computed. The result is presented in terms 
of Elliptic integrals.  Then that paper goes on to create estimates of those Elliptic expressions to help 

develop  intuitions for the computations by students.  However here we use the full, exact, analytic 
expressions that contain the Elliptic integrals themselves as Mathematica computes these efficiently.  
The expressions from the above paper need to be modified slightly since they assume that the ring of 
charge is of a fixed radius.  However we will use the expressions for the ring of charge to then integrate 

over the radius with an appropriate radial symmetric charge distribution on a disk. 

We will set the prefactor 1
4π ϵ0

 in all expressions to be 1—things can be scaled overall later on.  

��������������������������������������������

The boxed equations here are screen captures from the reference.

Corresponding to the above, but not given in the reference, is an expression for the potential. Using the 

reference’s notation this is,

�

� π ϵ�

�

� π �

�

� π �

(� + ξ� - � ξ ���[θ] ���[α])
�

�

ⅆα

The reference gives the electric field in the x-z plane.  Because of the symmetry of the charge distribu-
tion, the field is rotationally symmetric about the z-axis.



�������������������������������

In the following the parameter � will generally be the (variable) radius on the disk: this parameter will 
ultimately be integrated over. The parameters r and θ are the radial distance from the origin and the 

angle with respect to the z-axis of the observation point (θ varies from 0 to π).  r0 is the radius of the 

disk.  The expressions below will allow for an arbitrary value of ��, however generally for plots we will 
set r0 = 1 since the visualizations will have no reference value to compare with.

The standard overall factor in front of the electric field vector (and in front of the potential which is 

discussed later on) is 1
4π ϵ0

.  We will set this to 1 since, as above, we will be visualizing scaled versions 

of the field vector and the potential.  All results for the field and the potential can be rescaled by this 
factor if desired.

In the following ρ represents the surface charge density on the disk which will generally be a function 
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only of �.  The expression for ������������������ below, radialChargeFactor[a, ρ]ⅆa = 2π a ρ
π a2

ⅆa, 

replaces the factor of Q
π a2

 in the referenced paper’s expressions. 

������������������[�_� ρ_] �=
� ρ

�
�

The functions �� and �� from the paper are expressible in terms of elliptic integrals and are respec-
tively (using � instead of μ here to avoid confusion later on).

For ��:

���������
�

(� - � ���[α])�/�
� {α� �� π}� ����������� → {� ∈ ������ -� < � ≤ �}

-
� ��������� � �

�+�


(-� + �) � + �

and for ��:

���������
���[α]

(� - � ���[α])�/�
� {α� �� π}� ����������� → {� ∈ ������ -� < � ≤ �}

-

� ��������� � �
�+�

 + (-� + �) ��������� � �
�+�



(-� + �) � � + �

and hence define �� and �� as,

��[�_] �= -

� ��������� � �
�+�



(-� + �) � + �
�

��[�_] �= -

� ��������� � �
�+�

 + (-� + �) ��������� � �
�+�



(-� + �) � � + �
�

The parameter μ from the paper needs to be re-expressed back in terms of r and a since a varies and is 
the ultimate integration variable when we integrate over the disk.

� ξ ���[θ]

� + ξ�
/� ξ → � / � // ������������

� � � ���[θ]

�� + ��

Similarly we need to re-express additional expressions from the paper that depend on its ξ as follows.

This is the coefficient of f1 from the paper for the x component of the electric field of the ring is 

ξ ���[θ]

� + ξ�
�/�

/� ξ → � / � // ������������

� ���[θ]

� � +
��

��

�/�

This is the coefficient of �� from the paper for the � component of the electric field of the ring is 
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-
�

� + ξ�
�/�

/� ξ → � / � // ������������

-
�

� +
��

��

�/�

This is the coefficient of �� from the paper for the � component of the electric field of the ring is 

ξ ���[θ]

� + ξ�
�/�

/� ξ → � / � // ������������

� ���[θ]

� � +
��

��

�/�

And the expression for μ from the paper becomes

� ξ ���[θ]

� + ξ�
�/�

/� ξ → � / � // ������������

� � ���[θ]

� � +
��

��

�/�

Hence define the function μ as:

μ[�_� �_� θ_] �=
� � � ���[θ]

�� + ��
�

Then functions for the x and z components of the electric field can be defined as the functions ������ 

and ������ as follows:

������[�_� �_� θ_� ρ_] �=

������������������[�� ρ]
� ���[θ]

� � +
��

��

�/�

��[μ[�� �� θ]] -
�

� +
��

��

�/�

��[μ[�� �� θ]]

������[�_� �_� θ_� ρ_] �= ������������������[�� ρ]
� ���[θ]

� � +
��

��

�/�

��[μ[�� �� θ]]

Note that these expressions are appropriate for y = 0.  For y = 0 the y component of the electric field is 0. 
Since the problem is radially symmetric we can get the value of the electric field for any other location 

by appropriately applying a rotation transformation to the results from the x-z plane discussed here.  
That will be done later on.
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���������������������������������������������������������

�������������� = ������[�� �� θ� ρ] // ������������

� ρ ���[θ] -�� + �� ���[� θ] ���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 +

���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 �� + �� - � � � ���[θ] 

� � +
��

��
�� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]

�� + ��

�����[��������������� θ → �]

�

�����[��������������� θ → π]

�

����������
The analytical expressions for the field of the ring can be used to then compute the field based on a 

charge distribution of a radially symmetric charge distribution in the x-y plane. 

Below we first do this for the standard uniformly charged disk.  Then following that we do it for the 

radian charge distribution of interest.

Computing for the uniformly charged disk allows us to confirm the expressions by comparing to the 

easily calculated analytical expressions for the field on the z-axis.

�����������������������������������

�������

The uniform charge distribution corresponds to ρ[a] = 1

π r02
, hence we have the following analytic expres-

sions for the x and z components of the field of a charged ring of radius a:

�������� �� θ�
�

π ���
 // ������������

� ���[θ] -�� + �� ���[� θ] ���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 +

���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 �� + �� - � � � ���[θ] 

π � � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]

�� + ��
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�������� �� θ�
�

π ���
 // ������������

� � ���[θ] ��������� � � � ���[θ]
��+��+� � � ���[θ]



π � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]
��+��

Then we define functions for the x and z components of the uniform disk in terms of numerical integra-
tions since these integrations are generally not analytically computable:

�������������[{�_� ��_}� θ_] �=

�����@���������� � ���[θ] -�� + �� ���[� θ] ���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 +

���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 �� + �� - � � � ���[θ] 

π � � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]

�� + ��
� {�� �� ��}

�������������[{�_� ��_}� θ_] �=

�����@����������
� � ���[θ] ��������� � � � ���[θ]

��+��+� � � ���[θ]


π � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]
��+��

� {�� �� ��}

We also add the following special definition since the integration above fails for θ = 0 and θ = π but the 

limit of the integrand in those cases is both 0.

�������������[{�_� ��_}� � ���] �= �

�������������[{�_� ��_}� π �[π]] �= �

��������������������������������

To confirm that we are using the correct expressions let’s check the value of the field on the z axis since 

that is the standard undergraduate electrostatics problem:

�������� �� ��
�

π ���


� �

�� ��� � +
��

��

�/�

���������
� �

�� ��� � +
��

��

�/�

� {�� �� ��}� ����������� → {�� > �� � ∈ �����}

���������������������

� � -
�

���+��
+

�
���[�]



���
� � ≠ �
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���������������������������������

� � -
�

���+��
+

�
���[�]



���
� � ≠ �� � > �

� -
� �

���+��

���

Which agrees with the standard on-axis expression.  Also the field varies as 1
z2

 for large z as expected:

������

� -
� �

���+��

���
� {�� ∞� �}

�

�

�

-
� ���

� ��
+ �

�

�

�

The field off axis can also be expanded for large r and any value of θ to see that the 

1
r2

 behavior is as 

expected off of the z-axis.

�������������������������������

Let’s plot the field behavior in the x-z plane, scaling r0 to be 1

First look at the field vectors on a uniform array, the disk is located on the x-axis between -1 and 1:

����������������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

������������� �� + �� � �� ������[�� �]� {�� -�� �}� {�� -�� �}

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

And here is a plot of field lines for the disk of radius 1 plotted out to a distance of 4. Note that the field 

lines are set to be equally spaced out at the radius 4.  It is good to take the number of stream starting 

points to be divisible by 4 so that  
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����������������� =

����{����� = �}�

����������������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

{�� -������ �����}� {�� -������ �����}� ������������ →

����{� = ��}� ������������������� � π
�

�
�{������ �}� {�� �� � - �}�

������ → �����@������ {�� -�� �}� ������������� → ��������{�� �}�

�����{������@����}� � - ��
�/�

� �������������������� → ������

���� → ������ ����� → ������ ��������� → {�����������������[�]}�

����������� → {������� ���������[������@������ �����]}� ����� → ������

�������������� → ��������{�� �� ��� ��� �}� �� + �� < ������



It is worth noting that Mathematica’s ���������� function’s algorithm limits the degree to which it’s 
lines can get close to one another.  This accounts for the lines not completely terminating on the disk in 

the image. Unfortunately there is no way to adjust this behavior as far as I know short of engaging in a 

development process to design a custom function for this particular problem. One can edit the graphic 
in Mathematica by hand to drag the stream lines which do not terminate on the disk to a point interpo-
lated between their nearest streamlines. Since the streamlines do come very close to the disk this 
should be a pretty accurate rendition.

8 ���  Electric Potential and Field of the Free Electron - SemiAnalytic Approach.nb



��������������������������������������� �-  r�� 
�

�������

Similarly to the constant charge density approach above the radial charge density ρ =
3

2π r02
1 - 

a
r0
2  

can be used in our functions to define two functions ���������� and ���������� as follows.

First compute the ring x and z components of the field for this expression for the radial charge density

�������� �� θ�
�

� π ���
� -

�

��

�

 // ������������

- � � -
��

���
���[θ] �� + �� ���[� θ] ���������

� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 -

���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 �� + �� - � � � ���[θ] 

π � � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]

�� + ��

�������� �� θ�
�

� π ���
� -

�

��

�

 // ������������

� � � -
��

���
���[θ] ��������� � � � ���[θ]

��+��+� � � ���[θ]


π � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]
��+��

And then use these to define ���������� and ����������:
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����������[{�_� ��_}� θ_] �= �����@

����������- � � -
��

���
���[θ] �� + �� ���[� θ] ���������

� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 -

���������
� � � ���[θ]

�� + �� + � � � ���[θ]
 �� + �� - � � � ���[θ] 

π � � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]

�� + ��
� {�� �� ��}

����������[{�_� ��_}� θ_] �=

�����@����������
� � � -

��

���
���[θ] ��������� � � � ���[θ]

��+��+� � � ���[θ]


π � +
��

��
��� �� + �� - � � � ���[θ] � +

� � � ���[θ]
��+��

� {�� �� ��}

����������[{�_� ��_}� � ���] �= �

����������[{�_� ��_}� π �[π]] �= �

��������������������������������

�������� �� ��
�

� π ���
� -

�

��

�



� � -
��

���
�

�� ��� � +
��

��

�/�

���������
� � -

��

���
�

�� ��� � +
��

��

�/�

� {�� �� ��}� ����������� → {�� > �� � ∈ �����}

���������������������
� � -

π

�
+

��
���[�]

+ ������ ���[�]
��



���
� � ≠ �

������������

���������������������
� � -

π

�
+

��
���[�]

+ ������ ���[�]
��



���
� � ≠ �� {� > �� �� > �}

� �� - � π � + � � ������ �
��



� ���

A hand calculation shows that this is correct.

���������������������������

Scale r0 to be 1 as before
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�������������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

���������� �� + �� � �� ������[�� �]� {�� -�� �}� {�� -�� �}

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

A two dimensional field line plot:
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������������������ =

����{����� = �}�

�������������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

���������� �� + �� � �� ������[�� �]� {�� -������ �����}� {�� -������ �����}�

������������ → ����{� = ��}� ������������������� � π
�

�
�{�� �}� {�� �� � - �}�

������ → �����@������ {�� -�� �}� ������������� → ��������{�� �}�

�����{������ ������@����}� � - ��
�/�

� �������������������� → ������

���� → ������ ����� → ������ ��������� → {�����������������[�]}�

����������� → {������� ���������[���� �����]}� ����� → ������

�������������� → ��������{�� �� ��� ��� �}� �� + �� < ������



Now take an approach of trying to plot this in 3-dimensions.  Note that there is no 3-dimensional  stream 

plotting routine in Mathematica so we need to take another approach. However the stream lines in the 

following will only be artificially distributed over the spherical 3-D region and therefore the representa-
tion of field line density will not be physical.

Start with fewer stream lines so that the resulting 3-D version is not too crowded
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�������������� =

�������������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

���������� �� + �� � �� ������[�� �]� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

������������ → ����{� = ��}� ������������������� � π
�

�
�{�� �}� {�� �� � - �}�

����������� → {������� ���������[���� �����]}

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

Extract the lines from the result in 2-D and then adjust the lines so that they are comprised of 3 dimen-
sional points.

��������������� = �����[��������������� _���������������� ∞]�

��������������� = �����[���������������]�

����������������� = ��������������� /� {�_��������� �_��������} ⧴ {�� �� �}�

Test that this is indeed a 3-dimensional set of lines:
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����������[�����������������]

Now create versions of these lines rotated by a set of fixed angles around the z-axis:
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���������� = ����{� = ��}�

����������

����������������������������������������������

����������������� �
� π

�
� {�� �� �}� {�� �� � - �}



Create a disk to place in this and other graphics:

��������������[������_� �������_] �=

����������������������� {�� �� �}� ������������� → ��������{�� �� �� �� θ� �}�

�����{������ ������[����� �]}� ������� � - �� � {�� �}�

���� → ������ ���������� → ��� ����� → ������ ���� → ������

��������� → ���������[�������[�������]]

��������������[] �= ��������������[�� �]
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��������������[]

Finally combine the two to have a 3-dimensional view:

����[����������� ��������������[]� ����� → ����� ��������� → ���]

16 ���  Electric Potential and Field of the Free Electron - SemiAnalytic Approach.nb



And here is an example of a contour plot of the electric field energy density:

��������������������� �� + �� � �� ������[�� �]
�
+

���������� �� + �� � �� ������[�� �]
�
� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

������ → �����@������ {�� -�� �}� ������������� → ��������{�� �}�

�����{������ ������@����}� � - ��
�/�

� �������������������� → ������

���� → ������ ����� → ������ ��������� → {�����������������[��]}�

����������� → ���������� ���������� → �����

0.04

0.08

0.12

0.16

More detail is revealed closer in, but it is still not that instructive:
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��������������������� �� + �� � �� ������[�� �]
�
+

���������� �� + �� � �� ������[�� �]
�
� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

������ → �����@������ {�� -�� �}� ������������� → ��������{�� �}�

�����{������ ������@����}� � - ��
�/�

� �������������������� → ������

���� → ������ ����� → ������ ��������� → {�����������������[��]}�

����������� → ���������� ���������� → �����

0.2

0.6

1.0

1.4

1.8

�����������������������������������

The following is a function that encapsulates the artificial approach of plotting field lines given earlier.
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����������������������[{������_�������� ����������_}� ����������_�������] �=

������{��������������� ����������������

������������������ ��������������� ����������}�

�������������� =

�������������������� �� + �� � �� ������[�� �]�

���������� �� + �� � �� ������[�� �]�

{�� -����������� ����������}� {�� -����������� ����������}� ������������ →

����{� = ������}� ������������������� � π
�

�
�{����������� �}� {�� �� � - �}�

����������� → {������� ���������[���� �����]}�

��������������� = �����[��������������� _���������������� ∞]�

��������������� = �����[���������������]�

����������������� = ��������������� /� {�_��������� �_��������} ⧴ {�� �� �}�

�������������� = ������������������ {�� �� �}� ������������� → ��������

{�� �� �� �� θ� �}� �����{������ ������[����� �]}� ������� � - �� � {�� �}�

���� → ������ ���������� → ��� ����� → ������ ���� → ������

���������� = ����{� = ����������}�

����������

����������������������������������������������

����������������� �
� π

�
� {�� �� �}� {�� �� � - �}

�

����[����������� ��������������� ����� → ����� ��������� → ���]



An example starting with 12 field lines in 2 dimensions, plotted out to a distance of 4 and then rotated 

through 10 separate planes: 
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����������������������[{��� �}� ��]

This is not a terribly enlightening graphic and also it does not have the field lines going through a uni-
form distribution of points at the sphere at infinity.

�����������������������������������

Note that the z component of the filed does not depend on the azimuthal angle while the x- and y-
components are projections of the radial component:

����������������[{�_� �_� �_}] �=

������������ = ���������� �� + �� + �� � �� �������� �� + �� �

�������� ���[������[�� �]]� �������� ���[������[�� �]]�

���������� �� + �� + �� � �� �������� �� + �� 
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������������[����������������[{�� �� �}]� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

{�� -�� �}� ������������ → �� ����������� → ��� ���� -> �����]

���������������������������������������

�����������

The potential of a ring charge is the integral from 0 to 2π of radialChargeFactor[a, ρ] times the following 

expression:

�

� + ξ� - � ξ ���[θ] ���[α]�/�
/� ξ → � / �

�

� +
��

��
-

� � ���[α] ���[θ]
�

Note the additional factor of a which fixes the scaling from that of a field to a potential.

Which is the same as:
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�

� +
��

��
� -

� � ���[α] ���[θ]

�+
��

��
 �

// ������������

�

� +
��

��
� -

� � � ���[α] ���[θ]
��+��

because of the symmetry of this with respect to α = π the integration from 0 to 2 π can be done from 0 

to π by compensating with an corresponding factor of 2.

� �

� +
��

��

���������
�

� -
� � � ���[θ]

��+��
���[α]

� {α� �� π}� ����������� → {� > �� � > �� � <= θ ≤ π}

� � ��������� � � � ���[θ]
��+��+� � � ���[θ]



� +
��

��
� +

� � � ���[θ]
��+��

Thus the potential for a ring of radius a becomes

�������������[�_� �_� θ_� ρ_] �= ������������������[�� ρ]

� � ��������� � � � ���[θ]
��+��+� � � ���[θ]



� +
��

��
� +

� � � ���[θ]
��+��

Note that this is valid at any point, as it does not depend on the azimuthal angle.

�������������������������������

��������������� �� θ�
�

π ���
 // ������������

� ��������� � � � ���[θ]
��+��+� � � ���[θ]



π � +
��

��
��� � +

� � � ���[θ]
��+��

Thus define

��������������������[{�_� ��_}� θ_] �=

�����@����������
� ��������� � � � ���[θ]

��+��+� � � ���[θ]


π � +
��

��
��� � +

� � � ���[θ]
��+��

� {�� �� ��}

This can be expressed in terms of the Cartesian coordinates as (for the scaled case of r0 = 1:

��������������������[{�_� �_� �_}] �=

�������������������� �� + �� + �� � �� �������� �� + �� 
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��������������������������

On the z-axis here’s the plot:

����[��������������������[{�� �� �}]� {�� -�� �}� ��������� → ���]

-4 -2 2 4

1

2

3

4

But let’s confirm that the analytic expression is the same as the textbook one

��������������� �� ��
�

π ���
 // ������������

�

��� � +
��

��

���������
�

��� � +
��

��

� {�� �� ��}� ����������� → {� > �� �� > �}

� -� + ��� + �� 

���

Which is the standard textbook result.

������������������������

From the graph of 
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����[��������������������[{�� �� �}]� {�� -�� �}� ��������� → ���]

-4 -2 2 4

1

2

3

4

Here are a couple of examples of visualizing the behavior:

������������������[��������������������[{�� �� �}]�

{����������������� {-�� -�� -��� ��� �� �}}� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

{�� -�� �}� �������������� → ��������[{�� �� �}� � < � || � > �]� ���� → �����]
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������������������[��������������������[{�� �� �}]�

��������������� {�� -�� �}� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

�������������� → ��������[{�� �� �}� � < � || � > �]� ���� → �����]

��������������������������

��������������� �� θ�
�

� π ���
� -

�

��

�

 // ������������

�� � -
��

���
��������� � � � ���[θ]

��+��+� � � ���[θ]


π � +
��

��
��� � +

� � � ���[θ]
��+��

Thus define

�����������������[{�_� ��_}� θ_] �=

�����@����������
�� � -

��

���
��������� � � � ���[θ]

��+��+� � � ���[θ]


π � +
��

��
��� � +

� � � ���[θ]
��+��

� {�� �� ��}

This can be expressed in terms of the Cartesian coordinates as (for the scaled case of r0 = 1:

�����������������[{�_� �_� �_}] �=

����������������� �� + �� + �� � �� �������� �� + �� 
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�����������������������

Plot it on the z-axis

����[�����������������[{�� �� �}]� {�� -�� �}� ��������� → ���]

-4 -2 2 4

1

2

3

4

Compare it to the uniform case:

����[{�����������������[{�� �� �}]� ��������������������[{�� �� �}]}�

{�� -�� �}� ��������� → ���]

-4 -2 2 4

1

2

3

4

Thus there is very little difference between the two potential configurations. 

Comparing their relative difference shows a maximum of about 17% near z=0:

26 ���  Electric Potential and Field of the Free Electron - SemiAnalytic Approach.nb



���������������������[{�� �� �}] - ��������������������[{�� �� �}] 

��������������������[{�� �� �}]� {�� -�� �}� ��������� → ���

-4 -2 2 4

0.05

0.10

0.15

And a visualization corresponding to those in the uniform case but with the representation of the 

charged disk inserted (the charged disk has some transparency here so that the contours can be seen 

through it:
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������[{����}�

���� = ��������������[���� ��]�

����[

������������������[�����������������[{�� �� �}]�

��������������� {�� -�� �}� {�� -�� �}� {�� -�� �}�

�������������� → ��������[{�� �� �}� � < � || � > �]� ���� → �����]�

����

]

]
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